15. Axiomatizacion de los nimeros reales

Las matematicas no estudian |os objetos, sino lasrelaciones entre
los objetos
Henry Poincaré

Una presentacion axiomética consta de unos términos no definidos conceptos
primitivos no susceptibles de definicion y un conjunto de axiomas O proposiciones
primeras!, relaciones entre los términos no definidos que aceptamos como ciertas;
éstos constituyen el punto de partida de una teoria matemética en la cua se plantean
otras afirmaciones que se deducen de dichos axiomas, los teoremas; dicho de otra
forma, los teoremas se demuestran a partir de los axiomas siguiendo una manera de
razonar?, basada en lalégica, generdmente, la l6gica bivalente o |6gica clasica®.

Suponemos que existen unos entes que [lamamos nimeros reales, dos operaciones
basicas que Ilamamos suma y multiplicacion y una relacion de orden, suponemos

L PASTOR, J, Rey., Andlisis Matematico, vol |, Editorial Kapelusz, Buenos Aires, 1952, p. 10.

2 “pPara Hilbert, la demostracion es una cadena de afirmaciones, construida siguiendo reglas estrictas
gue garantiza que el enunciado se deduce de los axiomas empleados’ (citado por Oostra, A., 1999)

3 El agedrez es similar a la presentacion axiomética, en el sentido que las piezas del juego se
caracterizan por sus movimientos mas no por su forma o nombre, podriamos incluso jugar ajedrez sin
tablero y fichas materiales, solo requerimos respetar las reglas.



ACTIVIDADES MATEMATICAS PARA EL DESARROLLO DE PROCESOS LOGICOS

ademas que cumplen unos axiomas, hacemos unas definiciones y luego, deducimos
reglas y teoremas que ellos cumplen.

Estos axiomas se clasifican en tres grupos. axiomas de campo (hacen referencia a las
propiedades bésicas que cumplen los reales con dos operaciones definidas: la adicion
y la multiplicacién), axiomas de orden que establecen los criterios para comparar
numeros, identificando cuando un nimero es mayor, menor o igual que otro, y un

axioma de completitud que nos permite introducir los nUmeros irracionalesy estudiar
las propiedades de continuidad de los nimeros reales’.

15.1. Axiomas de campo

En e conjunto de los nimeros reales estén definidas dos operaciones la adicion (+) y
la multiplicacion, ellas satisfacen los siguientes axiomas:

Laparga (R, +) es un grupo abeliano, esto significa que

C1. S a, b son nimeros reales, entonces a+ b es un ndmero real®.

C2. Propiedad asociativa dela adicion: S a, b, ¢ son niUmeros reales, entonces
at( +c)=(a+b)+c

C3. Existen un elemento idéntico para la adicion en € conjunto de los nimeros
reales, que notamos 0 y es tal que para cualquier nimero real a se cumple gque:

a+0=0+a=a
C4. Para todo numero real a existe un elemento que llamamos inverso aditivo, y
notamos — a, tal que:

at(-a=(-a+a=0.

C5. Propiedad conmutativa de la suma: S a, b son nimeros reales, entonces

4 |La presentacion axiomética de los niimeros reales hecha originalmente por Hilbert establece cuatro
5grupos de axiomas; Axiomas de conexion, de calculo, de ordenacién y de completez.

Muchos textos que hacen una presentacion axiomatica de los nimeros reales excluyen este primer
axiomay el andlogo a éste con la multiplicacion, dado que a determinar la adicién y la multiplicacién
como operaciones, en el sentido moderno, no los requieren; sin embargo, Hilbert en su versién
axiomética de R, si los incluye dentro del primer conjunto de axiomas; nosotros también lo
incluiremos dado que no hemos definido qué es una operacién.
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a+b=b+a

La operacién que llamamos multiplicacion y que notamos con € signo “, estal que la
parga(R— {0}, ") es un grupo abeliano, esto significa que:

C6. S a, b sonreales, entonces a” b esun nimero real.

C7. Propiedad asociativa de la multiplicacion: S a, b, ¢ son nimeros reales,
entonces

a"(b"c=@" b’ c

C8. Existeun elemento idéntico parala multiplicacién el conjunto de los nUmeros
reales, gue notamos 1, tal que para cualquier nimero real a se cumple que:

a’ 1=1" a=a
C9. Para todo numero real a diferente de cero (at 0) existe un nimero rea que

. T 1
llamamos el inverso multiplicativo dea y notamos a'* o =, detal maneraque
a

1 -1~

a’  a=a" a=1

C10. Propiedad conmutativa de la multiplicacion: S a, b son nimeros reales,
entonces

a’" b=b" a
C11. Propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma de nimeros
reales. Esta propiedad establece un vinculo entre las dos operaciones: Si a, b, ¢ son
numeros reales, entonces:

a’ (b+tc)=(@ b)+(@ ¢

15.1.1 Propiedades de las operaciones con respecto ala
igualdad entre niUmeros reales

La igualdad entre nimeros reales es compatible con las operaciones en el sentido de
que:

Paratodo a, b, ¢, d nimerosredes, s
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a=byc=d entonces a+c=b+d y a  c=b’ d

A esta propiedad la llamamos también propiedad de uniformidad de la adicion y la
multiplicacion respectivamente

15.1.2 Definiciones

S a, b son nimeros reales, definimos la sustraccion entrea y b por:

a—b=a+(-b).
y ladivision entrea y b por:

a .1
—=a’ =.
b b

siempre que b no sea 0.
Iniciemos mostrando algunos nimeros reales, por gemplo, e axioma 8 garantiza la
existencia de un elemento 1 y € axioma 1, garantiza que la suma de dos nimeros
reales es un nimero real, en particular
1 + 1 esun numero real que notaremos 2
De la misma forma aseguramos la existencia de
2+1=3

y asi sucesivamente, construimos una copiade los nimeros naturales.

El axioma 4 asegura la existencia del negativo de cada uno de |os nimeros descritos y
con €llo obtenemos € conjunto de los nimeros enteros.

El axioma 9 y la definicion de divisién nos garantizan la existencia de una copia de
los nimeros racionales; es decir nlimeros de laforma 2 paracuaquier par de enteros
b

ay bcon b diferente de 0.

Con los axiomas mencionados hasta ahora, no es posible determinar la existencia de
algln numero irracional en el conjunto de los nimeros reales, para esto se requiere €l
axioma de completez, que sera introducido posteriormente; pero todos los teoremas
gue demostramos en esta seccidén son, por supuesto, aplicables a los ndimeros
irracionales.
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Mostremos ahora propiedades que £ cumplen para todos los nimeros reales, en
particular las leyes del algebra elemental.

15.1.3 Teoremas
1. El elemento idéntico de lasuma, € cero 0, determinado en & axioma C3 es Unico.

Prueba

Supongamos que existen dos numeros reales 0y 0" que cumplen € axioma C3,
entonces
0+0 =0 porque0esmodulo
0+0' =0 porque0” esmdbdulo
lo que implicaque 0= 0", por ser los dos iguales a un mismo nimero.
2. Ejercicio: d 1 esUnico
3.0t 1L
Prueba

S no fuera asi, seria
0=1=2=3=...

y habrfa un solo nimero real®. Pues, si 0= 1 entonces,
01=0=1
por ser 1 modulo de la multiplicacion, pero también por los axiomas C3y C11
01=(0+0)1=0"1+01=0
por lo tanto

0=01=01+01=1+1=2

0=01=01+01=2+0=2+01=3...

6 El conjunto {0}, satisface de maneratrivial los axiomas de campo, pero no es |o suficientemente rico,
para que amerite un estudio mas profundo, por estarazédn lo dejaremos de lado, por ahora.
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4. Propiedad cancelativa dela adicion: S a, b son nimeros realesy

a+b=a+c entonces b=c
Prueba

Supongamos que
atb=a+c

por la propiedad uniforme de la adicion, sumamos en ambos lados de la igualdad
el mismo nimero y obtenemos

(-a)t(@a+tb)=(-a+ (a+c
y por el axioma C2

(Fa)+a)+b=(-a)+a) +c
ahora, usamos el axioma C4, para obtener:

O+b=0+c

y por el axioma C3, concluimos que
b=rc

5. Ejercicio: Propiedad cancelativa de la multiplicacion:sa” b = a” ¢ y at 0
entonces b=c

6. El inverso aditivo de un nimero real es unico
Prueba
El axioma C4 garantiza la existencia de por |0 menos un inverso aditivo para cada

nimero real a supongamos que a tiene dos inversos aditivos diferentes (—a) y
(—a’) entonces,

(—a)+a=0 Por ser (—a) un inverso aditivo
a)+ra=20 Por ser (—a’) un inverso aditivo
(—a)+a =(-a)+ta Por la propiedad transitiva de la igualdad
(—a) = (-a) Por € teorema .
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7. Ejercicio: € inverso multiplicativo de un nimero rea es Unico
8. Paratodo par de nUmerosreales a y b, si

a+ b=0 entoncesh=-a
Prueba

Supongamos quea + b = 0 entonces por la propiedad uniforme de la adicion:

(-a)+(@+tb=() +0
por e axioma C2
(-a)+a)+b=(-a) +0
por el axioma C4
O+b=(a +0
por el axioma C3
b= (-4a)

9. Ejercicio: Paratodo par de nimerosredles a yb,si at 0 y

a’” b=1 entonces b:1

a
10. Paratodo nimero real asetieneque 0~ a=0
Prueba
0"a=(0+0" a Por el axioma C3
0OCa=0"a+0" a Por el axioma C11

0OCa+(-(0 a) =0 a+0"a +(-(0" a) Porlapropiedad uniforme

de laadicién
0=0"a+(0 a+(-(0" a) Por los axiomas C4 'y C2.
0=0" a Por el axioma C4

11. Onotieneinverso multiplicativo.
Prueba

Supongamos que € cero si tiene inverso multiplicativo, entonces:
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12.

13.

15.

=1

R olk

0
0=

Pero esto contradice € teorema 3, y por o tanto no es cierto que 0 tenga inverso

multiplicativo.

Ejercicio: Paratodo nimero rea a secumplequesi a * 0, entonces 0. 0

Por &l axioma C9.
Por € teorema 10

. . a
Paratodo nUmero real a secumpleques a * 0, entonces —=1

Prueba

o | o
1
m\

Q|-

Paratodo nimero real a,

Prueba

o
I
)]

Rl

a

Por la definicion de division

Por el axioma C9.

Por la definicion de division

Por & axioma C9.

Por la definicion de division
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16.

17.

18.

UNA PRESENTACION AXIOMATICA DE LOS NUMEROS REALES

% =a 1 Por €l teorema 14
a .
1 = a Por el axioma C8.
Para todo nimero real a se tiene que

a=-(-a)
Prueba
Por el axioma C4 sabemos que

at+(-a=0

y como €l inverso aditivo de un nimero es Unico, teorema 6, entonces el inverso
aditivo de (—a) esa lo que significa que

a=-(-a

Ejercicio: Paratodo nimero real a setieneque, si at 0, entonces

LR e
1
QD

Paratodo par de nUmerosreales ay b se tiere que

—(@+b)=(-a) +(b)
Prueba

Por el axioma C4, tenemos que
at+t(-a=0

b+(-b)=0
y segun la propiedad uniforme de la adiciony e axioma C3,
(a+(-a)+ (b+(=b)=0
De acuerdo conlos axiomas C2 y C5,

@+b)+ ((-a)) +(=b))=0
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y por ser unico e inverso aditivo, la anterior igualdad significa que € inverso
aditivode ((—a)) +(—b)) es(a+ b) oseaque

—(@+b)=(-a + (b

19. Ejercicio: Paratodo par de nUmerosreales ay b setiene que:

Q|
Ol

1
a' b
20. Paratodo par de nUmerosreales ay b setiene que

~a)’ b=—(  b)

Prueba

[@+(a)] b=a"b+(-a) b Por el axioma C11.
O"b=a b+ (-a’ b Por el axioma C4
O=a  b+(-a) b Por €l teorema 10
a) b=-=@" b) Por € teorema 6.

21. Paratodo par de nUmerosredes a y b setiene que

(-a)" (-b) = (@” b)
Prueba

[@+(=a)] (-b) =a” (-b) + (a)" (-b) Por el axioma C11.

0" (-b)=a (-b)+ (-a)" (-b) Por e axioma C4
0=a’ (-b)+ (~a)" (-b) Por e teorema 10
0=-(a" b)+ (~a)" (-b) Por el teorema 20
—a)  (-b) =—(-(@ b)) Por el teoremas.
—a)  (-b) =@ b) Por el teorema 16.
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22. Paratodo nimerorea a setieneque a—0=a

Prueba

a—-0=a+(-0) Por la definicidn de sustraccion.
(-0 +0=0 Por el axioma C4

=0 =0 Por el axioma C3
a+(-0=a+0 Reemplazando (-0) =0
at+t(-0=a Por e axioma C3.

a-0 =a Por la transitividad de la igualdad.

23. Ejercicio: Paratodo numeroreal a setieneque, a—a = 0
24. Paratodo a, by ¢ nimerosreales setiene que

(@a=b) +(b-c)=(a-c)
Prueba

(@-b) +(b-c)=(a+ (-b))+ (b+(-0) Por la definicion de sustraccion

= (@ + ((~b) +b))+(-c) Por el axioma C2.

=(@a+0)+ (-0 Por el axioma CA4.
=a+(-0 Por el axioma C3.
—a-c 1 Por la definicion de sustraccion

25. Paratodo a, b y ¢ numeros reales se cumple que

a’ (b-c)j=a”" b-a’ c
Prueba

a” (b-c=a” (b +(-0)) Por la definicion de resta

=a b+(@ () Por el axioma C11
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=a " b+(-a’ ¢ Por el axioma C5y € teorema 20
= a b-a’c Por la definicion de resta.
26. Ejercicio: Paratodo ay b nimerosreales setiene que
a=bs ysolos —a=-h.

27. Paratodo nimero real a se cumple que

-a= (-1 a
Prueba
—a=(-a’ 1 Por el axioma C8
—a=—-(@’" 1 Por € teorema 20
—a=(-1)" a Por e axioma C5y el teorema 20.

28. Paratodo par de nimerosredesay b existe un nimero real x tal que si:

a+x=Db entonces x=Db - a

Prueba

a+x=Db Por hipdtesis

@+x)+(-a)=b +(-a) Por |a propiedad uniforme de la igualdad
@+Fa)tx =b +(-a Por los axiomas C2 y C5

O+x =b +(-a) Por el axioma C4

X =b +(-a) Por el axioma C3

X=b-a Por la definicion de resta.

29. Ejercicio:s a” x=b y at! 0entonces x:E
a

, . 1
30. Paratodo nimero real a se cumplequesia?® 0O, entonces —* 0
a
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Prueba

Supongamos que la conclusion no es cierta; es decir que

1 0 Negacion de la conclusion.

a

i’ a=0" a Por la propiedad uniforme de la igualdad
1=0" a Por el axioma C9

1=0 Por €l teorema 10.

Pero esta conclusion es absurda, puesto que contradice €l teorema 3, por lo tanto
la conclusion debe ser cierta, 0 seaque:

1 1 0
a
Ejercicio: Paratodo par de nUmerosrealesay b secumplequesiat Oy b1t O,
entonces
a" bto
Por una argucia | 6gica, este teorema se puede escribir de otra manera,

s a " b=0 entoncesa=0 o b=0

en esta forma se usa algunas veces para resolver ecuaciones de segundo grado.

Probemos el teorema en su segunda forma, para ello supongamos que

a b=0
entonces por € teorema 10,
a " b=0"b

s asumimos b t 0, entonces por e axioma C9, existe by s multiplicamos
ambos lados de laiguadad por b obtenemos que

@ b bl=(0" b) bl
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32.

aplicando los axiomas C7 y C9, concluimos que
a=0

s asumimos quea?! 0, obtenemos de manerasimilar que b = 0, lo que concluye
nuestra demostracion

Siayb sonnimerosrealescona® Oy b?! Oentonces

N Y
ab aob

Prueba
at 0y btoO Por hipétesis
(@ b)’ a,i:l Por |a hipétesis, € teorema 31 y e

axioma C9
1 gfa' b)' #9:1’ 1 Por la propiedad uniforme de la
a e a bg a

multiplicacion
Eel' a%%’ L9:1 Por losaxiomas C7 y C8
ea @ a bg a
r 8% 191 Por el axioma C9

e a bg a

8%' ,LQ:l Por el axioma C8
¢ a bg a
89—19 (a;% #9:1' L Por la propiedad uniforme de laigualdad
ébg ¢ a bg b a

la hipétesisy € axioma C9.
‘éel' b(':jee_l 9_1' 1 Por el axioma C7
eb ga bg b a
r caf,igzi' L Por el axioma C9.

ea " bg b a
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Por los axiomas C8y C10.

33. Sa,b,c,d sonnimerosreales, by d son diferentes de cero, y si

a_c
—=— entonces a  d=b" c
b d
Prueba
a_¢t Por hipdtesis
b d
.1 .1 . L
a B:C g Por la definicion de division
8%’ 19 d :8%’ 19 d Por la uniformidad de la multiplicacion
e bg e dg
gea, 19 d=c’ 8% 19 Por el axioma C7
e bg e dg
(@ d)’ %: c'1 Por los Axiomas C7, C9y C10
(@ d) % b=c b Por la uniformidad de la multiplicacion y
el axioma C8.
(a"d) 1=c" b Por el axioma C9
a d=b’" c Por los axiomas C8 y C10.

34. S a,b,c,d son nimerosreaes, by d son diferentes de cero, entonces

a’

b d

ol
(@]

L=
d

309



ACTIVIDADES MATEMATICAS PARA EL DESARROLLO DE PROCESOS LOGICOS

Prueba
a. Ezg%' 1o & 10 Por la definicion de division
b d & bgeée dg
(@ c) Sél 19 Por los axiomas C7 y C10
eb dg
=(a c) geig Por € teorema 32
eb” dg
a’ c o L
S Por la definicionde division.

35. S a,b y ¢ sonnimerosreales,con bl 0y c?! 0, entonces

a_ac

b b c
Prueba
ac.acg Por € teorema 34

c b c

a a g 19 Por la definicién de division
b b é cg
a a .
=221 Por el axioma C9
b b
a_a Por &l axioma C8.
b b

36. Ejercicio: S a, b,c y d son numeros reales, con b* 0,ct 0 y d? 0,
entonces



37.

38.
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Si a, b, ¢ son nUmerosrealesy c! 0, entonces
a b_a+b
—F—=
cC c o

Prueba

ab 1,8 Por la definicionde division

cC C o c

.1 .
=(a+b) < Por e axioma C11
at+b

= Por la definiciédn de division.

S a,b,c,d son nimerosredes, ct Oy d! O entonces
3+£= a d+b’c
c d c'd
Prueba
adrb C_(arg+b o) Por la definicion de division
c d c' d
= a, d +¥ Por el axioma C11 y la definicionde
cd cd
division.
= a' d +E Por € axioma C10.
cd d'c
a b
=— +E Por €l teorema 37.
c

Los estudiantes en la secundaria inventan algunas reglas que no necesariamente
funcionan; por g emplo: es falso, que para nUmeros reales a, b, ¢, d cualesquiera, si
bt Oy d! O entonces

a+c
b+d

a ¢C
—t —=
b d

y también que
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o|lo|w
olo|w

un lector acucioso, encontrara un gjemplo donde las igualdades mencionadas no se
cumplan.

39. S a y b sonnimerosreales, con bt 0O, entonces

_®@o_-a
€y b
Prueba
SB0_ % ag por e axioma C8
ebg & bg
CB0_ (32 por el teorema 20
bg ebg
_&Bo_ (- 1)a por € teorema 34
ébg b
- 8@9: -a por e teorema 20.
ebg b
Falta probar que
-a_a
b -b
Prueba
- a 1 L L
T: .axE por ladefinicion de division
- a 1 .
- - (-a)@® XB por el axioma C8
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por el teorema20 y ladefinicion deb™

11
1
=
—_—
Q
=
=
=
~

por los axiomas C7y C10.

11
—
1
=
_—
(=X
-
P
—~
QD
N

nuevamente por €l teorema 20

(a) por ladefinicion deb™.

1
v oly ol ol ol

1

O

iR
S

QD
o

|9’cr|'_‘

por ladefinicion

= |
1
o

Finalmente, |a propiedad transitiva de la igualdad garantiza que

Las propiedades que agui hemos demostrado, son vaidas en cualquier conjunto de
nimeros con dos operaciones, que podemos llamar también, suma y multiplicacion
sempre y cuando satisfagan los axiomas C1 a C11, listados a comienzo; una tal
estructura se llama un campo.

Pero e conjunto de los nUmeros reales tiene algo méas que las operaciones, también

hay manera de comparar dos nimeros reales y establecer s uno es mayor que € otro
0 no, mostraremo s enseguida como formalizar esta idea.

15.2 Axiomas de orden

En e conjunto N de los nimeros naturales definimos’ e orden aditivo entre ellos,
diciendo que

afbsysolos exiseunnatura c tal que a+c=h.

En los ndmeros racionales positivos 1o hicimos de la misma forma y con los mismos
resultados.

" LUQUE, C., MORA, L., PAEZ, J.,, Actividades matematicas para el desarrollo de procesos |6gicos:
Contar, Inducir, Universidad Pedagdgica Nacional, Editorial Antropos, Bogot4, 2002.
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En el primer capitulo, intentamos aplicar e mismo método para definir €l orden en un
conjunto que incluyera nimeros negativos y nos vimos en e problema de que
siempre existe un nimero real que sumado con otro nos da cualquier otro y asi todos
los nimeros resultarian menores y mayores que todos los demas.

Es € mismo problema que genera la imposibilidad de definir una teoria de
divisibilidad entre nimeros racionales, porque como la multiplicacién de los nUmeros
racionales positivos es un grupo, todo nimero racional, excepto € 0, divide a
cuaquier otro.

Sin embargo, vimos la posibilidad de caracterizar a los niUmeros positivos para
distinguirlos de los demés, lo que nos ayudara a definir un orden para los nimeros
reales.

Supongamos que existe un subconjunto P de los nimero reales que [lamamos €
conjunto de los nimeros positivos, de tal manera que la suma de dos nimeros reales

positivos es positiva y e producto de reales positivos también es positivo, € 0 no es
positivo y todo nimero real diferente de 0 es positivo 0 su inverso aditivo es positivo.

Simbdlicamente,

O1. S a, b son nimeros positivos entonces: a+b y a” b son nimeros positivos.
02. S a es un numero real, entonces sdlo una de las siguientes afirmaciones es
cierta

al P, a =0, -al P

El axioma O2 se conoce como ley de tricotomia.

03.01 P.
15.2.1. Definiciones

1. a< b significague b —a es un nimero positivo. “<” se lee “menor que”
2.a>bdgnificaqueb<a.“ >" selee “mayor que”
3.a£ bdgnificaguea<b o a =b." £” selee“menor oigual que”

4.a3 bdgnificaguea>b o a =b. “3 ” selee “mayor oigual que”
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Una consecuencia inmediata de | as definiciones es que

a>0 dyslos aespositivo

Decimosqueaesnegativos a< 0,y s a2 0sedice que aesno negativo.

40.

41.

42.

43.

15.2.2 Teoremas

Lardacion < estransitiva; esdecir, que Si
a<b y b<c entonces a<c
Prueba:

Sa<b vy b<c entoncesb—-al P y c-bl P, entoncessusuma
(b—a)+(c—b)T P,esdecir c—a 1 P, por lo tanto

a<c

Larelacion £ es un orden total sobre A, s a'y b son nimeros reales, se cumple
exactamente una de las siguientes situaciones:

a<b, a=b, b<a
Puesto que € nimero b —a cumple exactamente una de las situaciones:
b-a>0 b-a=0 b-a<0
Larelacion £ esreflexiva
Prueba
Obviamente, a =a paratodo nimero real a.
Ejercicio: Larelacion £ es antisimétrica

Ejercicio: Larelacion £ es transitiva

Los siguientes teoremas muestran la relacion entre e orden y las operaciones
algebraicas.
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44,

46.

15.2.3. Las propiedades de monotoniade laadicion y
multiplicacion de nUmeros reales.

Monotonia de la adicion. Paratodo par de nimerosreales x, y, si
X<y entonces XxX+z<y+z
paratodo nimero real z
Prueba
Supongamos que x <y, entoncesy—x 1 P, por el axioma C3, tenemos que
(y—=x)+ 01 P
olo queesigual, por € teorema 23,
y-x)+@z-21 P
para un nimero rea z cualquiera; y por los axiomas C2 'y C5, nos queda
y+2-(x+21 P
lo que significa que
X+z<y+z
Ejercicio: Monotonia de la multiplicacion: Paratodo par de nimeros reales X,
g x<y,entonces X" z< y’  z
paratodo real positivo z

Paratodo par de nimerosreales x, y, Si

x<y,entonces X" z> vy  z
paratodo real negativo z

Prueba

Supongamos que X < Y, entonces
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y—x1 P por la definicion
-zl P porque z es negativo
y-x) (=21 P por el axioma O1

x z-y 21 P por e axioma C11y losteoremas 16, 18, 20y 21.
X z>y z por la definicion.

Como € conjunto de los nimeros reales cumple con todas las propiedades
anteriores, se dice gue son un campo ordenado

47. 1>0. Esto significaque 11 P.
Prueba

Supongamos que 11 P entonces, o bien

-11 P Por el axioma 02
(D" DT P Por el axioma O1
1) (1) =1"11P Por el teorema 21
1" 1=11P Por el axioma C8

lo que contradice la hipdtesis; o bien
1=0 Por el axioma O2
lo que contradice el teorema 3.

Porlotanto 11 P, olo queeslo mismo 1> 0.

48. Paratodo nimeroreal a, s a> 0 entonces 1 >0
a
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Prueba

Como a > 0, por & axioma O2, concluimosque a! 0, y por e axioma C9,
existe e numero rea L y para él, por el axioma O2, solo se tiene una de las
a
siguientes relaciones:
1 1

150621006 1<o
a a a

Supongamos que 1. 0, entonces, por el axioma C9 y el teorema 10, tendriamos
a
que
— 1_ —
l=ax Z=ax0=0
a

es decir, que
1=0

lo cua esimposible, por que contradice el teorema 3.
Supongamaos, entonces, que e 0; luego, al multiplicar por € nimero positivo a
a

obtenemas, por el teorema 44, que

a><1 < axo
a

es decir que, nuevamente por e axioma C9y el teorema 10,
1<0
gue tampoco es cierto, porque contradice el teorema 46.

Como ninguna de estas dos posibilidades es cierta, la Unica que queda, por el
axioma O2, esque

1o
a

49. Ejercicio: Paratodo nimerorea a, si a<0 entonces 1o 0
a

50. Paratodo par de nimerosrealesay b, se cumple que si

a>0y b<O entonces axb <0
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Prueba

al Py -bl P Por hipétesis

ax(-b) 1P Por el axioma O1

-(axb) =ax(-b) 1 P Por € teorema 20

(axb) I P Por el axioma 02

axb1 0 Porguea ® Oy b1 O, por hipétesis.
axb <0 Por el axioma O2.

Paratodo par de nimeros realesay b, se cumple que si
axb>0 entonces a>0y b>0 o a<0y b<O
Prueba

Supongamos que a x b>0.

S a>0, por €l teorema47, tenemos que L >0 y por el axiomaO1
a
b=1 x(@xb) >0
a

S a<0 entonces, por € teorema 48, se cumple que e 0 y por €l teorema 49
a

1

b= = x(axb) <O0.
a

Ejercicio: Paratodo par de nimerosrealesay b, se cumple que si
axb<0 entonces a>0y b<O0O o a<O0y b>0
Para todo nimero red a, si

al 0 entonces a’> 0
Prueba

ato Por hipotesis
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al Po-al P Por & axioma O2
S al P,
a’=axal P Por el axioma O1

esto significaquea?> 0.
S -al P,
(-a) x(-a) =axal P Por el teorema 21y el axioma O1
esto significaquea?> 0.
54. Ejercicio: Paratodo par de nUmerosrealesay b, se cumple que si
a<b entonces - a>- h.

En resumen, femos demostrado que las desigualdades se comportan casi siempre
gue lasigualdades:

a. Podemos sumar los miembros correspondientes de dos desigualdades del mismo
sentido y obtendremos una desigualdad del mismo sentido

b. Podemos sumar (0 restar) cantidades iguaes a ambos miembros de una
desigualdad y obtendremos una desigualdad del mismo sentido

c. Podemos multiplicar o dividir ambos miembros de una desigualdad por un nimero
positivo y obtendremos una desigualdad del mismo sentido.

Una diferencia en e comportamiento de las desigualdades, con respecto a las
igualdades, es que cuando se multiplican o dividen por un nimero negativo, tenemos
gue cambiar el sentido de la desigualdad.

55. La densidad delosnumeros reales. Paratodo par de nimerosrealesa y b, si

X<y, exigeunnimerorea z taque X < z<y

Prueba
X<y Por hipétesis
X+ X <y+X Por € teorema 43
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X+y<y+y Por &l teorema 43

2X <y+x<2y Por el axiomaC5y € teorema 39
X < y42rx<y Por el teorema 44

2= Y1 X

Es un nimero real por €l axioma C1, C9 y C6.

56. Ejercicio: Paratodo par de nimerosredesa y b, si

a+b
a>b entonces a>

>b

En los siguientes gercicios adicionales, pretendemos aclarar algunos significados de
|os teoremas expuestos:

Ejercicios adicionaes
1. ¢;Dénde est4 e error en € siguiente procedimiento?:

S en la desigualdad %<1 multiplicamos por X, a ambos lados de la

desigualdad, se concluye que % esmenor quelsyslos 1<x.

Pero,s x= -1 entonces

y - 1esmenor que 1.

2.9 x y ysonnumerosrealestalesque x> 0 y y < 0, seflalar s los siguientes
numer os real es son positivos o negativos.

a.—y b.- (x"y) c.x Y d. X"y e X
y
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f. xY g Y

3. Demostrar que 2 > 0. Sugerencia: 2=1+1.

4. Demostrar que3>2 y que3> 1.

15.3. Axiomade completez

Los axiomas de campo y orden no son suficientes para incluir los nimeros
irracionales dentro del sistema de los nimeros reales, pues € conjunto de los nimeros
racionales es un campo ordenado; para incluirlos se hace necesario adicionar otro
axioma, llamado e axioma de completez, antes de enunciarlo, debemos ampliar un
poco nuestro vocabulario.

15.3.1. Definiciones

Sea A un conjunto de nimeros reales, se dice que:

1. Un ndmero real b es unacota superior de A, si paratodo x en A, setiene que
X £ b.

2. Un nimero real ¢ es unacota inferior de A, si paratodo x en A, se tiene que
b £ x.

3. Un conjunto de nimeros reales es acotado superiormente si tiene por 1o menos
una cota superior y es acotado inferiormente s tiene por |0 menos una cota inferior.

4. Se llama extremo superior o0 supremo de un conjunto no vacio de nimeros reales a
la minima cota superior de dicho conjunto; en caso de exigtir, lo llamamos sup A o
lonotamos UA. S A ={x, y} escribimos UA =xUy.

Mas precisamente, x =sup A significaque:

i) y £ x, paratodo y1 A vy,
i) S y£z paratodo y en A, entonces x £ z

Otra version para esta definicion es:
X =supA sysilos:
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) X €S una cota superior de A y,
i) S a<Xx entoncesa no es cota superior de A

5. Andlogamente, un elemento que sea €l mayor de las cotas inferiores de un conjunto
no vacio de nimeros redles A, lo llamaremos extremo inferior o infimode A y lo
notaremos inff A 0 UA, y s A sereduce a dos elementos X y Y, escribiremos
UA=xUy.

6. Sy=supAtadque yl A, entonces y sellama elemento maximo de A. Si
t=infAy tl A, entonces t sellamaelemento minimo de A

Ejemplos

1. En A (X), dados dos subconjuntos A y B de X e conjunto més pequefio que los
contiene a ambos es su union asi:

sup(A,B)=AUB=AEB
También es claro que
inf (A,B)=A UB=ACB

2. En @ conjunto de los nimeros naturales N, con su orden usual, todo subconjunto A
tiene inf A; para el conjunto P de los nimeros pares sup P, no existe, pero para
todo conjunto finito A, existesup A .

3. También puede darse que en un conjunto ordenado X exista sup A para todo
subconjunto A de X pero no exista inf A. Por ggemplo, en las partes no vacias de
X, ordenado por la inclusion, dada una coleccion C finita o infinita de
subconjuntos de X existe sup C para €ella, & conjunto X; pero no existe inf C,
porque |o sacamos a proposito.

4. 0 esd eemento minimo de los nimeros naturales.
5. Todo subconjunto de nimeros natural es tiene elemento minimo.
6. La méxima cota inferior y la minima cota superior del intervalo abierto de

numeros reales (4,5], son 4y 5 respectivamente, 5 es e elemento maximo del
conjunto que no tiene elemento minimo.
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Si en un conjunto ordenado existe un elemento minimo, lo notaremos 0 y s tiene
elemento maximo lo notaremos 1.

Ejercicios

1. Determinar, en caso de que existan, el supremo, €l infimo, e méximo o e minimo
para cada uno de los siguientes conjuntos:

al- 372 b. (- 6,6] ¢ &.2,-19
e 29
_ - :11 N 1 U
d.(-¥,4 e[- 3,¥%) f. A %n.nIZyn O%
AN n 1 n I
0. B:%xl R:x=0o0x=—,nl Zynlog
0 n
R . 1 .
h.C:i(-])”+— nINynl()g [ D:il-—nINynlol’I
I I n [\;
D TR G _1 . 0
. E=1(-D)"%=:nl Nynt? K. F=n+(-1)"*=:nl NyntO0
j %(D - y OE I -1 - y Eﬁ

N

1’\ e
. G=!t(-D"n+=:nT Nynt oY
T() - y Of;

2. S afirmamos que existe sup A paratodo A | X, esto implica la existencia de un
elemento maximo para X, € sup X, que ya hemos notado 1 ¢Es cierto €l reciproco?

Si para todo B, subconjunto de un conjunto ordenado X, existe inf B y ademas
existe 1, entonces existe sup B paratodo B, puesto que el conjunto CS(B) de las
cotas superiores de B es no vacio (tiene por lo menos d 1) y éste, es un subconjunto
de X, por lotanto existe inf CS(B) y éste es, por definicion, sup B.

El hecho de que exista sup (A E {y}) es eguivdlente a la existencia de
sup (sup A, y), paratodo y en X, pero ademés, los dos son iguales, (¢por que?); esto
significa que, en el caso de existir, se cumple:

xUy)U z=xU({yU2

oseaque U puede ser vista como una operacion entre los elementos de un conjunto
ordenado y la anterior igualdad significa que esta operacion, en el caso de estar
definida, paratodo x, y, zen X es asociativa; ademas la existenciade sup A para
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cualquier subconjunto finito A de X es equivaente a la existencia de x Uy para
cualquier par X,y de sus elementos ©.

Otras definiciones Utiles son las siguientes, pues nos permiten hablar del conjunto
suma o del conjunto producto de un nimero real por un conjunto no vacio de
numeros reales dado:
7. Sean A y B subconjuntos deR, ambos no vaciosy | un nimero real cualquiera, se
define:

C=A+B={cl R:c=za+bdondeal A ybl B}

| A={laal A}

15.3.2. Axioma de Completez

S T es un subconjunto no vacio de nimeros reales y estd acotado superiormente
entonces T tiene supremo.

Este axioma es € gque permite asegurar que N2 esun nlimero real, pues el conjunto:
A={x1 Q: x* <2}

es acotado superiormente, luego debe existir un nimero real y = sup A, este
numero es justamente J2.

Un conjunto con dos operaciones y una relacion de orden que cumpla todas estas

condiciones, se llama el conjunto de los NUmeros Reales (R), es un campo ordenado
y completo; de hecho, es el Gnico conjunto con estas tres propiedades.

15.3.3. Teoremas
57. S ryri sonsupremosde S, entoncesr =ry
Prueba

Por ser r supremo y ri cota superior de S, tenemos que r £ r;. De manera
analoga, por ser r1 supremo y r cota superior de S, afirmamos que r1 £ r; luego,

8 ORTIZ, L., GOMEZ, M., Algebra abstracta, Eafit, 1986.
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58.

como la relacion “menor o igua que’ es antisimétrica, deducimos que r = ry,
COMO Se queria demostrar.

Propiedad arquimediana del conjunto de losnimerosreales. Si x es un nimero
real tal quex >0 y y esun nimero rea arbitrario, existe algun nimero natural n
tal que xn>y.

En términos geométricos lo aqui expuesto significa que todo segmento tan largo
como se desee, sea éste y, puede ser recubierto por un numero finito de
segmentos (n) de longitud positiva dada (x), tan pequefia como se desee. En un
dibujo, tenemos que:

| |
| X7 |

Figural
Prueba

Haremos esta prueba por contradiccion; asi, supongamos que Xxn =Yy Yy
definamos & conjunto X como sigue:

X ={xntaesqueni N}

Como X es no vacio y esta acotado superiormente, por y; segin € axioma de
completez, X tiene supremo, supongamos que éste esw.

Tenemos que x > 0; luego, w —x < w; por esto y por ser w el supremo de X,
W —X No es cota superior de X, esto significa que existe a menos un elemento de
X mayor que w — X, dicho elemento debe ser delaforma x n; donde n; esun
nimero natural; esto es:

W—X <Xy
lo que implica que

W < Xy +X
O de otraforma

w<x(m+1)

Pero n; + 1 esun nimero natural, luego x (n1 + 1) pertenecea X, conlo cua se
contradice que w sea el supremo de X.
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59. El conjunto de los nimeros naturales (N) no estd acotado superiormente.
Prueba

Supongamos que N esta acotado superiormente y como N es no vacio, tenemos,
por el axioma de completez, que N posee extremo superior, esto significa que
exisex enR tal que:

Xx=SUup N

Por otro lado, tenemos que s n es un nimero natural distinto de O (n > 0), por la
propiedad arquimediana existe m en los nimeros naturales tal que mn > X, pero
mn es un nimero natural, 1o que contradice que x es & supremo. Por lo tanto N
no estd acotado superiormente.

60. Paratodo x que pertenece a conjunto de los nimeros redles, existe al N, tal que
a>Xx.

Prueba

Supongamos que para todo nimero natural a, setiene a = Xx; esto significa x es
cota superior deN, lo cual contradice € teoremaanterior.

61. Si existeel sup A y el sup B, entonces, sup (A + B) = sup A + sup B.
Prueba.
Comoed supA yd supB existen, tenemosques ay b son elementosde A y
de B, se cumple que:

supA=a (1)

supB=b (2
Sumando (1) y (2), obtenemos:

supA+supB=a+b
Si hacemos ¢ = a + b, tenemos que:

supA+supB=c(3
Como estamostomando a y b elementos arbitrarios de A y B, respectivamente,
podemos formar:

{cT R:c=a+b donde al A y bl B}
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62.

conjunto que corresponde a A + B y estda acotado superiormente por
sup A + sup B de acuerdo con (3), esto significa que, por € axioma de
completez, A + B tiene supremo y que:

sup A +sup B=sup (A +B) 4

Ahora, segun la definicion de extremo superior, sup (A + B) = a+ b, para todo
a+b en A+B,oloqueequivaea

sup(A+B)- b=a
es decir que sup (A +B) - b escota superior de A, pero sup A es la minima,
luego,
supA=sup(A+B)-b
As,
b=sup(A+B)- supA

Por tanto, sup (A + B) - sup A es cota superior de B, pero como sup B existe,
tenemos:

supB =sup (A +B)- supA
O de otra manera:

sup A +sup B=sup (A +B) (5)

Para que (4) y (5) sean ciertas, solo tenemaos una opcion:

supA+sup B =sup (A +B)
Con lo que finalizamos nuestra demostraci 6.

Si S es un subconjunto no vacio de nimeros realesy z> 0, se tiene que:

a Si S tiene supremo, sea éste sup S, entonces existe s 1 S tal que
S>supS- z

b) Si Stiene infimo, entonces existe si S tal que s<sup S+z

® Como vimos anteriormente |os nimeros irracionales aparecen como extremos superiores o inferiores
de conjuntos de nimeros racionales. Este teorema permite operacionalizar la suma de dos de ellos.
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Prueba.

Esta prueba la hacemos por contradiccion. Supongamos que paratodo s1 S se
tiene
SEup S- z

lo cual significaque sup S- z escotasuperior de S, peros sup S es el supremo
deS, supS- z3 sup S,locua genera una contradiccion con el teorema 53; en
consecuencia Si S tiene supremo, entoncesexiste s1 S tal que s>supS- z

La parte b) se hace por analogia a la parte a) antes desarrollada, por lo cua la
dejamos como gercicio para el lector interesado.

63. Siexiste sup A e inf A, setiene que sup (I A)_‘!?SUDA,Si ?30
| P ’ e SPEA = ot As 230

Prueba

Parael caso | = 0, la demostracion es inmediata, entonces veamos qué sucede si
| >0.

Como sup A existe, tenemos que paratodo al A, sup A=a. Si | >0,
hacemos uso del teorema 43 y obtenemos:

lsupA=Ila
Y enrazénaque | al | A, tenemosque | sup A es cota superior de | A.

Por otra parte, por €l teorema anterior, decimos que s z> 0, existe a; 1 A ta que
UpA—-z<a Yy como a =SsupA, tenemos:

SUpA—-z<a =supA

S hacemos s= %, paracuaquier e > 0, ladesigualdad anterior nos queda:

supA—%<a1=supA

Lo que esequivaente a
lsupA—-e<l|l a;=1supA

Y como la esunelementode |A y |supA—e=1supA, entonces | sup A esla
maxima cota superior de | A. Por tanto, | sup A =sup (I A).
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La demostracion referente a infimo se hace de manera similar'®.
Ejercicios
Demostrar que

1. S x y y soninfimosde A entonces x=y
2.9 ny msonmaximosde S entonces n= m.
3. 9 syt sonminimosde S entonces s=t.

4. S X es un subconjunto no vacio de numeros reales y acotado inferiormente,
entonces inf X existe.

5,9 a,b sonnimerorealesy a£b £a+ b donde n esun ndmero entero
n

positivo cualquiera, entonces a = b.

6. S Ay B son subconjuntos no vacios de numeros reales, tales que, para todo
al A yparatodo bl B, a£ b, entonces supA e inf B existen y supA£ inf B.

Potenciacion entre nimeros reales

Intentemos ahora, definir la potenciacion entre nimeros reales; iniciemos con € caso
en que b sea un numero natural y como ya es habitua en N, definamosla por
recurrencia mediante las formulas:

a®=1s5a?!0
y

k+:ak, a

a

64. A diferencia de la multiplicacion que es distributiva a izquierda y a derecha con
respecto a la suma, la potenciacion es distributiva solamente a izquierda con
respecto a la multiplicacién, es decir que

(@ b)=a b

10 Andlogamente a lo dicho en el anterior, este teorema permite efectuar la multiplicacion de nimeros
irracionales.
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Prueba
Hagamosla por induccién sobre k
i) S k=0, entonces
(@ b°=1=1" 1=a" 1°
i) S k= n, paraagin nl N, entonces; supongamos que:
(@ b)"=a"" b" por lahipétesis deinduccién

Veamos que parak = n*, se cumple que:

(ab)” =a " b"

(@ b)" =(a” b)" (a’ b) por definicién de potenciacion
=a"" b" (a b) por hipétesis de induccién
=a"  a b b por asociatividad y conmutatividad de la

multiplicacion en N.
=a"b" por definicién de potenciacion

Luego (a” b)™ =a™ " b"".

65. La operacion potenciacion también relaciona las operaciones de suma y
multiplicacion, de manera que:

m+n m~-

=a
Prueba

De nuevo hagamos induccion, en este caso sobre m
) S m=0, entonces
a® a"=1 a"=a"=a""
i) S m= k, paraagun kl N, entonces, supongamos que:

=—a por la hipétesis de induccion

331



ACTIVIDADES MATEMATICAS PARA EL DESARROLLO DE PROCESOS LOGICOS

Veamos ahora que param = k™, se cumple que:

k* - n — Akf+n

a¥ a"=a
a“ a"=a" a a por definicién de potenciacion
=a a" a por asociatividad y conmutatividad de la
multiplicacion en N
=ad" a por la hipétesis de induccién
= gl por |a definicion de potenciacion
=gk por la definicién de sumaen N

n k*+ n

Luego a“ ~ a

Veamos ahora como definir la potenciacion entre nimeros reales si a es un nimero
real cualquieradiferente de 0 y b es un nimero entero negativo.

S b esun nimero entero negativo entonces, - b =X esun nimero natura y estamos
en el caso anterior, en este caso definimos

donde a” 'esel inverso multiplicativo de a.

m

S b es un nimero racional entonces, b = — , paraagun par de nimeros enterosmy

=]

n; con nt 0, definimos

s|3

1
Q

paratodo a | R

66. También en este caso es vdida laférmula
(a” b)y* =a*" b*
cuando a 'y b son nimeros reales positivosy x es un nimero racional.

Prueba
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(ab)% =2/(ab)" Por ladefinicion de potenciacion
=4%/a™p" Por ser m un nimero entero
= (R‘/a_m XQ/b—m ) Por la propiedad distributiva de la

radicacion con respecto a la
multiplicacion entre niUmeros naturales

_ T

Por definicion de potenciacion
por tanto
(@ b)*=a"" b*.

67. Ejercicio: S a es un nimero rea positivo y X, y son ndmeros racionales
entonces

X

i.a* a¥=a"".

a.X

ii. —=a*Y conato
ay
ii. (a¥)¥ =a*’

Ejercicio adicional

2. ¢Cuél esd error en e siguiente procedimiento?

S en la desigualdad

1<2
multiplicamos por % obtenemos:
1
—<=,
4 2
oloqueesigual:
Ay 2o
e2g e2g

si tomamos logaritmo en ambos lados de |a desigualdad, tenemos que
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2 ..
Iogagég <Ioga8é9.
e2g e2g
y puesto que
2 .
Ioggelg = 2Iog€§9
€2g €2g

s dividimos en ambos lados entre |og€~%9, concluimos que
elg

i2<1!

Si a es negativo, la potenciacion puede no terer un resultado dentro de los nimeros
reales, en particular s a=- 1y n esun nimero par.

El conjunto de los nimeros donde estas operaciones son posibles es conocido como
el conjunto de los nimeros compleos y |o estudiaremos en otra ocasion.

El caso en el cual b sea un nimero irracional, también lo dgamos de lado ya que es

un tema que seria abordado de forma méas adecuada con herramientas del calculo,
como las sucesiones de Cauchy y lanocién de distancia
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