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. CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Ya conoces las operaciones de adiciéon y multiplicacién en el conjunto de los nimeros ra-
cionales y fambién sus propiedades. En el caso de ndmeros irracionales, tomaremos aproxi-
maciones decimales de estos nimeros y operaremos con ellas. Es decir, las reduciremos a
operaciones con nUmeros racionales.

Adicién de nimeros reales Multiplicacién de nimeros reales

Para sumar dos nuimeros reales, sumamos las sucesi- | Para multiplicar dos ndmeros reales multiplicamos
vas aproximaciones decimales del mismo orden. las sucesivas aproximaciones decimales del mismo
orden.

V8 =2.828 427 12... V6 = 2.449 489 74...;

V3 =1.732 050 80... ; T = 3,141 592 65..

17320 < V3 < 17321 24494 < 6 < 24495
Y io824 < VB < 28285 x31415 < T < 31416
45604 < V3+V8 < 45606 76947901 < V6 T < 76953492
El nimero real suma de V3 +1/8 es: El nimero real suma de V6 * T es;
V3 +\/8 ~ 45605 V6 - T =7694795

Observa que solo son correctas tres de las cuatro ci- | En este caso, solo podemos asegurar las dos primeras
fras decimales obtenidas al sumar las aproximacio- | cifras decimales del producto. Como en la adicidn, si
nes. Si queremos obtener la suma con un determina- | queremos obtener el producto con un determinado
do orden de aproximacidn, debemos tomar algin @ orden de aproximacién, delbemos tomar algin orden
orden mds en los sumandos. mds en los factores.

M Tabla 1

1.1 Propiedades de los niumeros reales
Como la adicién y la multiplicacion de ndmeros reales consisten en sumar y multiplicar apro-
ximaciones decimales, que son nUmeros racionales, las propiedades en R son las mismas
que en Q.

Secumple:Va b, ceR

Adicién Multiplicacion

Y TAMBIEN: & !

Asociativa: Elemento neutro:

Sustraccién y division de nu-

meros reales

* La resta de dos nume-
ros reales la obtenemos
al sumar al minuendo el
opuesto del sustraendo.

a-b=a+(-b)

* El cociente de dos nimeros
reales lo obtenemos al mul-
fiplicar uno de ellos por el in-
verso del otfro (siempre que
éste sea diferente de cero).

1

s (b=0)

a_g,
b

a+(b+c)=(a+b)+c
Elemento neutro:
a+t0=0+a=a

Elemento opuesto:
a+(-a)=(a)+a=0

Conmutativa:
a+b=b+a

al=1a=a

Asociativa:
a(bcg=(ab)c

Elemento inverso:

1_1 __
a.-g=4-as 1
Conmutativa:
a-b=b-a

Distributiva de la multiplicacion respecto de la adicién:
a(b+c)=ab+ac

M Tabla 2

Por cumplirse estas propiedades, decimos que el conjunto
R con las operaciones de adicidn y multiplicaciéon tiene es-
fructura de cuerpo conmutativo.



1.2. Propiedades de orden de los nimeros reales

Hemos visto que los nimeros reales pueden representarse sobre la recta.

Esta representacion permite establecer un orden en el conjunto R.

Dados dos nimeros reales, a y b, decimos que a es menor que b
y escribimos a < b si, al representarlos sobre la recta real, a queda

situado a la izquierda de b..

El signo « se lee si, y sélo si,
y significa que las expresiones
que apdarecen a ambos lo-

A partir de la relacion <, podemos definir las restantes dos son equivalentss.

relaciones: Andlogamente, podemos de-
finir la relacién de orden en
as<bea<boa=b a>beb<a a=beb<aob=a sentido contrario, es decir;
b > asi la representacion de b
De estas definiciones deducimos las siguientes propiedades: en la recta estd a la derecha

deladeaosib-a>0.
* Propiedad reflexiva: a < a

* Propiedad antfisimétrica;a<byb<a<a=b

* Propiedad transitiva:a<byb<c—a<c

» Propiedad de ordentotal:a<bob<a

Por ultimo, enunciamos dos propiedades que tienen que ver con las operaciones y las des-

igualdades:

Si sumamos un mismo Nnumero a los dos miembros de una desigualdad, esta se mantiene:
siasbeazxc<bz*c

Si se multiplican o dividimos los dos miembros de una desigualdad por un mismo ndmero
real, se mantiene el sentido de la desigualdad si el nimero es positivo, y se invierte el sentido
si es negativo:

sia<byce01c-a<c-b

sia<byce01c-a=>c-b

PV

1. Representa graficamente de forma 4. Ordena los niimeros reales de cada par.
Stri bre | [ [ ] ~
geométrica sobre la recta real los a) -ﬁy- 1 o) Ty 314 o) Ty Vi

nameros \/5,\7y V8 2

2. Representa grdaficamente sobre Ia 5. Representa sobre la recta real y ordena de menor a

recta real los nimeros siguientes: mayor los numeros siguientes:

e

-\V3,2V5 -3V6 V2, %;0;3,1514;_ﬁ;n | 3

3. Al determinar el valor de 10 con la 6. Ordena de menor a mayor el valor numérico de las si- | °

calculadora obtenemos el siguiente guientes expresiones algebraicas six es un ndmeroreal | °

ndmero: 3,16227766.... mayor que 1. | 8

. | <

Representa sobre |a recta este nu- 2 5 xx-102:03 x ;.1 x: 4% ! g
mero de manera aproximada. 9 |



1.3. Potenciacién de nimeros reales con exponente entero

Sabemos que el producto de varios nimeros racionales iguales puede expresarse como
una potencia de base racional.

3 G-

La potencia de base a, es un ndmero real y su exponente es un nimero natural n, la potencia es el pro-

ducto del nUmero a por si mismo, n veces.
at=a-a-a.. a
o

nveces

a® a-a-o-a-aa g
a®  a-aoaa

Pero, ¢qué sucede si el exponente de una potencia es 1? En tal caso no podemos aplicar
la definicidn de potencia, ya que no existen productos con un Unico factor. En este caso se
toma como valor de la potencia la propia base. Asi, por ejemplo, ! = .

n+1
ﬂn=o] neN,aeR
a

Las operaciones con potencias de base real y exponente natural tienen las mismas propiedades que las
de base racional.

Consideremos seguidamente el caso en que el exponente sea un numero entero.

Las potencias de base real y exponente entero positivo son justamente las potencias de
base real y exponente natural. Pero ¢qué ocurre si el exponente es 0 o un ndmero entero
negativo?

A las potencias de exponente 0 o un nUmero entero negativo las definimos de manera que
las propiedades de las potencias de exponente natural confinden siendo validas, en parti-
cular la propiedad de la division de potencias de la misma base.

Potencias de exponente 0 Potencias de exponente negativo
e Consideramos la divisién m* ; 4, * Consideramos la division 2 : b,
T p MMM 1 T
T T T | " nmomemem mem ml ¢
™t =1 e m n-2=l2
i
Si aplicdsemos la Si aplicdsemos la T
regla para dividit — qp4-4= 0 regla para dividir- —» 8-5= 172
potencias potencias
3 La potencia de base nimero real a, a # 0, y ex- La pofencia de base nimero real a, a # 0, y ex-
% ponente 0 es igual a 1. ponenfe un ndmero entero negativo - es igual
> al inverso de la potencia de base a y exponen-
(o] 0= e
° a’=1l.cona=0 te positivo.
CSL/

1

ant= 30

M Tabla 3



1.4. Raiz enésima de un nimeroreal g T

Si accedes a la pagina http://
www.josemariabea.com/in-
dex.php/tecnicasde-calcu-
lo-mental/5-raices-cuadradas,
encontrards  una  estrafegia

I

1 1
Los radicales estan estrechamente relacionados con las | :
I 1
1 1
1 1
1 1
1 I
1 para calcular mentalmente
1 1
1 1
I 1
1 1
1 1
1 1
1 I
1 1
1 1

potencias. En este apartado veremos cémo se relacionan y
aprenderemos a trabajar con expresiones en las que apare-
cen radicales o potencias de exponente racional.

raices cuadradas de ndmeros
entre 1y 1 000. Observards que
el resulfado que obtienes es
aproximado, pero se va acer-
cando mds al resultado reall
cuanto mayor es el nimero.

Las raices cuadradas de un nimero real b son los nimeros reales +
ay-asiysolosi (+a)>=by (-a)*=b. Se expresa: b = + a.

Observa que b debe ser un ndmero real mayor o igual que
0, ya que es una potencia par de + ay de - a. De este modo:

Si el radicando es positivo... Si el radicando es negativo ...
Existen dos raices cuadradas que son dos ndmeros | No existe ninguna raiz cuadrada real.

reales opuestos.
V25=+5 V3=2

M Tabla 4

También conviene observar que si b es un ndmero racional, su raiz cuadrada puede ser un
nUmero racional o irracional.

Si el radicando es un racional cuadrado perfecto...  Si el radicando no es un racional cuadrado perfecto...

La raiz cuadrada es un nimero 9 3 La raiz cuadrada es un ndmero 2
racional. 6 T4 irracional. 3

M Tabla 5

Alas raices de indice diferente de 2 las definimos de forma parecida a las raices cuadradas.

Por ejemplo, el nimero 125 es el resultado de elevar al cubo el nimero 5. Asi, el nimero 5 es
la raiz cUbica de 125. Y el nUmero -125 es el resultado de elevar al cubo el niUmero -5. Asi, el
numero -5 es la raiz cUbica de -125.

b es la raiz enésima de a, es decir, b=\"/Z, siy solo si b” = a, donde a, b son reales y n es un natural
mayor que 1

v_es el signo radicall.
bz\"/; n es el indice del radical.

a es el radicando.

b es la raiz.

7. Senala en cudles de las fracciones siguientes el numerador y el denominador son cuadrados

>
(2}
perfectos. <.
125. 9. 99,16, 111 .169 &
476 35 25 38" 8 !
|
|

a. Escribe las raices cuadradas de todas las fracciones.

8
2
S

5

b. Clasifica las raices obtenidas en ndmeros racionales y ndmeros irracionales.



1.5. Radicales, signos y radicales semejantes

Signo de la raiz

Para averiguar cudl serd el signo de la raiz, observaremos el signo del radicando vy la pari-
dad del indice. Fijate en la siguiente tabla:

Raiz Va3 -7 V343=7 e - 22 e
Paridad del indice Impar Impar Par Par
Signo del radicando + - + -
NUmero de raices Una (positiva) Una (negativa) Dos (positiva y negativa) No fiene
M Tabla 6
.

___________ . Podemos concluir:

* Si el indice es impar, la raiz tiene el mismo signo que el
radicando.

Si accedes a la pdgina http://
descartes.cnice.mec.es/
edad/4esomatematicasB/
radicales/quincena2_con-
tenidos_1f.ntm, podrds com-
probar, mediante diferentes
ejemplos, si dos radicales son
semejantes o no.

* Si el indice es par y el radicando es positivo, existen dos
raices gque son dos numeros reales opuestos.

* Si el indice es par y el radicando es negativo, no existe
ninguna raiz real.

Expresiones radicales semejantes

Observa el resulfado de la siguiente suma: V5 +/5 +/5 +/5= 4 .\/5

El nUmero 4 es el coeficiente. En general, en una expresion de la forma a VB llamamos coe-
ficienfe al nUmero a que multiplica al radical.

Observa las expresiones siguientes: 3 - V5, 2 V5, -V5,12 - V5. En fodos los casos tenemos un
coeficiente que multiplica a un mismo radical.

n n o .
Dos expresiones radicales de la forma a \/B y C -\/Bson semejantes si fienen el mismo indice y
el mismo radicando.

8. Indica el signo de las raices de estos nimeros reales y efectldalas si es posible.
1T 4/ 11 3/ 27 3/ 3 /108 3/ 111 4/ 625 1052 s5/1
Vis'Vis 'V ea V2a'V172'V 333"V 81 "Va4208 V2
9. Agrupa las expresiones radicales semejantes.

a2 -25. 6\/5:71/3.-6\2 |
|
|
|

S |
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1.6. Operaciones con radicales

Podemos multiplicar, dividir, elevar a una potencia o extraer la raiz de cualquier radical. Sin
embargo, para sumar o restar dos radicales, estos deben ser semejantes.
Suma y resta de radicales

La suma o resta de radicales semejantes es otro radical semejante a los dados, cuyo
coeficiente es igual a la suma o resta de los coeficientes de los radicales sumandos.

aVb+cib= (a+c)-%

—————— e =

Calcula:

a. -\/2+3/2-4/2+8\/2

b. 2/5-6/3+8/5-3/3-4/3

c. 1[7-8/7+9/7

Desarrollo:

a. -\V2+3y2-4\2+8\2=(-1+3-4+8)-/2=6\/2

b. 7V5-6/3+8/5-3/3-4/3=(7+8) 5+ (6-3-4) \/3=15/5-13\/3
c. 12V7-87+9\7=(12-8+9)-\/7=13\/7

Multiplicacién de radicales

El producto de radicales del mismo indice es igual a otro radical con igual indice cuyo coe-
ficiente y cuyo radicando son iguales, respectivamente, a los productos de los coeficientes y
los radicandos de los factores.

aVb-cVd=a-cib-d
Divisién de radicales

El cociente de dos radicales del mismo indice es igual a otro radical con igual indice cuyo
coeficiente y cuyo radicando son iguales, respectivamente, al cociente de los coeficientes y
los radicandos de los radicales dividendo y divisor.

__ﬁ
CVE C d

A
| >
i 10. Efectda. 11. Expresa como la raiz de un cociente: Q
|
L a -27+5Y7-8/7+3V7-5V7+7/7 V22 \a s \i2a
| . . .

' 6 2b V16 3
N S & \2b e \Ba
! 3/2 6\2

:

|

{

c. 5\11-317-411-9/11 +8\17

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Calcula.
5y/3 6\/5 - 6\/5
w217 o, NI

Solucién:

o.zﬁv 3=2.7-/1.3 =14-ﬁ
4 4 4

Potencia de un radical

La potencia de un radical es igual a ofro radical cuyo coeficiente y cuyo radicando estdn
elevados a dicha potfencia.

(aVb)"=a"-b"

Raiz de un radical

La raiz de un radical es otro radical cuyo radicando es el mismo y cuyo indice es el pro-
ducto de los indices de las raices.

m v;= men 2

_______________________________________________________________________________ \\
Calcula. | Solucién: |
| |
| |
a. @7y . @TP=25- (T =27 :
| |
| |
|
0. /128 b, Va8 -7 {38 - 8 |
| |
| |
3 I _2.27 _4 I
c.W3 - c W3=2%3=43 E
//

12. Di si son ciertas o falsas las siguientes igualdades: 13. Calcula.

o Voa-y2-a . V&2 s (6 [2] s

b. %=/%7 e. @=3

Prohibida su reproduccion
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1.7. Operaciones combinadas

También podemos encontrar series de operaciones combinadas en las que aparezcan ro-
dicales. Para resolverlas tendremos en cuenta el orden de prioridad de las operaciones que
ya CONOCES.

Calcula.

a \2(3-4\6)=3\/2-4/2/5-3\/2- 410

Aplicamos la propiedad distributiva.

b. 2+3\2) (6-2-2(5-/2)+3\2(5-\2)-2-5-2/2+3-5/2-3\2\2
=10-2/2+15\2-6=4+13\/2

Agrupamos términos semejantes.

c. @H3Y=@+/3) @+H=2@+/H+/3@+/3=4+23+2/3+[3\3=4+4/3+3=7+43
d 62 (62 =662 +\2(6-2)=36-6\2+6\2-/2/2-36-2-34 )

Observa que el Ultimo resultado no tiene radicales. Esto se debe a que es el producto de la
suma de dos nuimeros por su diferencia, que da como resultado la diferencia de los cuadra-
dos: (a+b) (a-b) =aZ- b2 Y esto, en el caso de una raiz cuadrada, conlleva la eliminacién
de la raiz. También se podia haber resuelto de esta manera:

6+V2) (6-V2)=6-(J2Y=36-2=34

Decimos que una suma de radicales y su diferencia son ex-
presiones conjugadas.

. L. , , La expresién conjugada de
Asi, a +b es la expresion conjugada de a - by, reciprocamen-

te, a - b es la expresion conjugada de a + b. Va+\b esa -\b

Al multiplicar dos expresiones conjugadas desaparecen las
raices cuadradas que pudieran existir.

(Ja#B)-(fa-yB)=a-b

14, Efectia.

o @B b (3 702 d. \6:@3+\5)

15. Calcula.

a. (1 +)2) o, (Vo-5) o (ioi7)- (0w 7)) a (/1) (/) B
16. Escribe la expresion conjugada de cada una de estas expresiones: i
2+J3_;3—5ﬁ;1—ﬁ,v3_—5 i

|

|

|

\ —Multiplica cada expresion por su conjugada.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Entre dos nimeros racionales
cualesquiera hay infinitos nU-
meros racionales.

Cuando un conjunto cumple
esta propiedad, decimos que
es denso.

Propiedades de las opera-
ciones con potencias de ex-
ponente entero
e Multiplicacién de poten-
cias de la misma base
am, gh= am+n
* Divisibn de potencias de
la misma base
am:al=amn" (a>0)
® Potencia de un producto
(a.b)r=anm.b"
® Potencia de una potencia

(am)n = gmn

1.8. Potenciacién de nimeros reales con
exponente racional

A las potencias de exponente racional las definimos me-
diante radicales del modo siguiente.

La potencia de base un nimero real a y de exponente un
ndmero racional m/n se define como la raiz de indice n y
radicando am,

Asi, observamos que los radicales pueden expresarse cComo
potencias de exponente racional y viceversa. En los siguien-
tes ejemplos, aprenderemos codmo se tfransforman mutuo-
mente unos en ofros.

Expresa como potencias de exponente racional.

/
I
|
4
o - B
|
|
| Apliguemos la definicion.
|
| 4
1 7 4
o -z SR EVEEL
|

e e e . — =

Apliguemos la definicién.

1 2
a. 1247 =124 b. (.%>3= 3 <%> _s/

Alas potencias de exponente racional las definimos de manera que las propiedades de las
potencias de exponente entero continden siendo validas. Asi, para operar con potencias de
exponente racional, aplicaremos las propiedades que se recogen al margen. Fijate en el

ejemplo siguiente.

e e

Calcula:

(N[5

. (2+o)3-(2+c1)%-(2+o)

Q

b. (4-2/3 )% L (-4-2/3 )%

L (9.a-b2)"

9]

1 3 19
a. (2+a)y - (2+a) - (2+a)z=(2+ay T 2 =(2+a)?

3 .3 3 3 ¢

3 3
L (9-a-b)T =T .a . p”

o o
n
s

1
N
&l
~—
N|w
N
5
)
=
~—
w|—
I
n
5
1
N
&)
~—
[N 15Y
1
w|—
Il
0N
5
1
N
<
~—
o~

Ejemplo 6



Las potfencias de exponente racional y negativo pueden
tfransformarse en potencias de exponente positivo, como en
el caso de potencias de exponente entero. Para ello, tendre-
Mos en cuenta que una potencia de exponente negativo es
igual al inverso de la potencia de la misma base con expo-
nente positivo.

1
a  ="m
T

a

m
n

Fijate en codmo expresamos con exponente positivo estas
potencias:

_5 =
6

1
- 1 . 3 1 4%
8= [Z —g&]
53 3)¢
5

El siguiente cuadro, recoge las propiedades de las opera-
ciones con potencias de base real y exponente racional, a
las cuales anadimos esta dltima, relativa a las potencias de
exponente negativo

Una potencia de base real y
exponente entero negativo es
igual al inverso de la potencia
de la misma base con expo-
nente positivo.

La potenciaciéon y la radica-

cidén son operaciones inversas.

fa’=a

Lo cual podemos demostrar
al aplicar las propiedades de
las operaciones con poten-
cias de exponente racional.

Potencias de base real y expo-
nente racional

m » m, P Para el cdlculo de la raiz cubica.
- Para el cdiculo de cualquier raiz de indice x.
m p m _p
n q n

Para calcular 3\/125 :

Las teclas para el cdlculo de raices suelen ser:

Para el cdlculo de la raiz cuadrada.

Asi, para calcular /144 efectuamos: n n n - H

m m 7 s X
(a -b) Irfll= aT ' bT Y, para calcular 245 : n n H H
‘m : 1. Halla con tu calculadora: 1245; Y/64: /1 250 ; $/654
n - ——
a % 2. Utiliza la calculadora para hallar:
d

bo

M Tabla 7

\576; 3/75: \124; 31250 ; 3@: /;:52:3/5‘—2

S

17. Di cudles de las siguientes igualdades son ciertas y cudles no:

|

|

|

i 5 -1
| a (3+2\7) =(3+2V7)3 c (6-ays =[(-6—O)ﬂ
! _

|

|

i 5 1 4 1 aa

: b,(25'0'b3)4=— da? g3=qg4 3

'\ (25-a-b?)

Prohibida su reproduccién
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La transformacion de raices en potencias puede ser muy Util a la hora de efectuar operacio-
nes con radicales. A estas la podemos resolver por los procedimientos ya vistos al estudiar las
operaciones con radicales o bien, transformando los radicales en potencias de exponente
racional y aplicando sus propiedades.

Comprobemos estas dos formas de proceder en el siguiente ejemplo.

Resolvamos:
V3 -5

Primera resolucién

Apliquemos las propiedades de las operacio-
nes radicales.

Apliquemos los radicales semejantes.

5 1 -
3 Vs Y@ V2
=3.5.l=E

2 2

Segunda resolucién

Apliquemos las propiedades de las operacio-
nes con potencias.

4 _ R
@ﬁ =3%5%3§]232554=

&
N

1 5 1 3

- 3%,3?, 54 5'7, 5. 2§=

Apliguemos las potencias de la misma base.

18. Expresa en forma de radical. A continuacién, di cudles son semejantes.

(B)5 147 (7)F ;9% 257 :4.9%;2 (:3)F

19. El nUmero SL
2
presa de la misma forma:
1

1

puede expresarse en forma de potencia de exponente negativo como 2°, Ex-

20. Expresa en forma de una sola potencia:

L1 12
35,5\)/5,%,3\/6,

&

S



